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ствия боковых сил и поперечного смещения
ленточной пилы по шкивам.
3. Для пил шириной 100...150 мм механизм потери
устойчивости будет носить смешанный харак
тер, обусловленный действием критических сил
и сдвига по шкивам.
4. Учет действия критических сил при оценке
устойчивости необходимо проводить для пил
шириной 120 мм и более: с возрастанием шири
ны пилы фактор критической силы будет все
более доминировать при отклонениях ленточ
ной пилы от плоскости пропила.
Математика и механика. Физика
57
Экспериментально доказано, что при обработке
материалов резанием превращение срезаемого
слоя в стружку происходит в пластической зоне,
имеющей сложную форму. Предпринимались мно
гочисленные попытки моделирования этой зоны
на основе построения полей линий скольжения.
Согласно теории пластичности [1] линии скольже
ния представляют собой два семейства взаимно ор
тогональных криволинейных координат, вдоль ко
торых действуют максимальные касательные на
пряжения. Если удается построить кинематически
возможное поле линий скольжения, то возможен и
расчет напряженнодеформированного состояния
(НДС) в зоне стружкообразования.
Первая серьезная попытка построить поле ли
ний скольжения в зоне стружкообразования при
свободном ортогональном резании принадлежит
Н.Н. Зореву [2]. К сожалению, правильно отражая
картину пластических деформаций, наблюдаемых
на микрофотографиях корней стружки, эта схема
не поддается обсчету изза некоторого произвола в
проведении линий скольжения. Другие схемы по
зволяют рассчитать напряжения в пластической
зоне, но отдают предпочтение либо области пер
вичных деформаций, прилегающей к свободной
поверхности срезаемого слоя и стружки, либо
области вторичных деформаций, окружающей лез
вие инструмента. Поэтому задача разработки схе
мы полей скольжения в пластической зоне, пра
вильно отражающей результаты экспериментов и в
то же время поддающейся расчету, остается до сих
пор не решенной.
В работе [3] была предложена схема стружкооб
разования с развитыми зонами пластических де
формаций для условий, когда передний γ и задний
α угол лезвия инструмента равны нулю. Ее можно
применить и для случаев, когда углы α и γ отличны
от нуля. При этом уравнения границ зон пластич
ности будут отличаться от полученных ранее. Рас
смотрим методику построения сетки линий сколь
жения в пластической области в предположении,
что первопричиной изменения геометрии зоны
пластичности являются контактные явления на
трущихся площадках лезвия инструмента.
Форма и размеры участка пластичности, приле
гающего к лезвию (зоны вторичных деформаций)
зависят от условий трения на передней и задней
поверхности, которые в свою очередь определяют
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ся закономерностями распределения контактных
напряжений на трущихся площадках между перед
ней поверхностью и стружкой, а также между за
дней поверхностью и заготовкой. Обобщая боль
шой экспериментальный материал, полученный
проф. М.Ф. Полетикой [4], можно при γ=0 аппрок
симировать распределение нормальных контакт
ных напряжений на передней поверхности σ0n
законом треугольника, а касательные τ0n принять
постоянными на пластическом участке lпл и линей
но уменьшающимися до нуля в конце контакта –




где σmn и τmn – максимальные величины соответ
ственно нормальных и касательных контактных
напряжений на передней поверхности; yД – коор
дината точки контакта в направлении схода струж
ки; ln – полная длина контакта между стружкой и
передней поверхностью.
С увеличением переднего угла в iой точке пе
редней поверхности происходит перераспределе
ние исходных контактных напряжений τ0n и σ0n в со
ответствии с формулами [3]:
(3)
(4)
где γД – передний угол в динамической системе ко
ординат.
Если подставить в (3) и (4) соответствующие
выражения для τ0n и σ0n из (1) и (2) в зоне пластиче
ского контакта, то получим:
(5)
(6)
Согласно закона трения КулонаАмонтона ко
эффициент трения в рассматриваемой точке кон
тактной поверхности определяется отношением
касательного контактного напряжения к нормаль
ному в той же точке поверхности [1]. Поэтому зна
чение условного коэффициента трения на пласти
ческом контакте с учетом (5) и (6) определится по
формуле:
(7)
Выражение (7) после преобразований примет вид:
(8)
где μno=τmn/σmn – величина коэффициента трения в
вершине лезвия.
Известно [1], что углы выхода линий скольже
ния в зоне пластического контакта равны: для
αлиний скольжения θ1=π/4+arctgμn; для βлиний
скольжения θ2=3π/4+arctgμn. Тангенсы этих углов
представляют собой дифференциальные уравне
ния линий скольжения (уравнения Т. Гейрингер):
αлинии (9)
βлинии (10)
После интегрирования выражений (9) и (10) по
yД с учетом (8) получаем уравнения α и βлиний, ис
ходящих из передней поверхности лезвия (рис. 1):






где коэффициенты CI и CII определяются коорди
натами текущей точки пластического контакта.
Для построения полного поля линий скольже
ния в зоне стружкообразования важное значение
имеют граничные линии скольжения, на которых
обрабатываемый материал переходит из упругого в
пластическое состояние и наоборот. Их уравнения
получены из (11) и (12) при условиях прохождения
этих линий через вершину лезвия и через точку с ко
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Координаты узловой точки А (см. рис. 1) пере
сечения граничных α и βлиний скольжения опре
делится решением численным методом трансцен
дентного уравнения, полученного приравнивани
ем выражений (13) и (14).
Результаты расчетов по формулам (13) и (14)
границ зоны пластичности показывают, что α и
βлинии имеют небольшую вогнутость, увеличива
ющуюся с уменьшением μno. При этом с увеличени
ем μno наклон α линии к оси yД увеличивается, аβлинии уменьшается. Заметим, что с увеличением
μno предельный уровень коэффициента пластиче
ского трения на передней поверхности (μn=0,5) до
стигается вначале в точке Е и затем распространя
ется на всю длину пластического контакта. В этом
случае внешнее трение между стружкой и инстру
ментом прекращается и прирезцовый слой струж
ки полностью затормаживается. Здесь начинается
образование нароста или застойной зоны и возни
кают внутреннее трение в материале стружки.
Пластический контакт между задней поверхно
стью и поверхностью резания происходит при
большей скорости скольжения, но с физической
точки зрения он мало чем отличается от контакт
ных явлений на передней поверхности. Поэтому
уравнения линий скольжения на задней поверхно
сти получены аналогичным способом. При этом
общая длина контакта по задней поверхности 0hз
(см. рис. 1) делится на участок пластического hпл и
упругого hзhпл контакта. Для обеспечения единства
полей скольжения, прилегающих к передней и за
дней поверхностям, оси zД и yД направим в обрат
ную сторону, поменяв также местами α и βлинии
скольжения.
Примем распределение контактных напряже
ний на задней поверхности таким же, как и для пе
редней, то есть нормальные σ3 распределены по
треугольному закону, а касательные τ3 постоянны
на пластическом участке. Тогда закономерность
изменения коэффициента трения на задней по
верхности μ3 будет также аналогична передней. От
сюда получены следующие формулы для гранич






μзо – коэффициент трения в вершине на задней по
верхности.
Совместным решением уравнений (15) и (16)
определятся координаты узловой точки пересече
ния B (cм. рис. 1).
Положение сдвиговой области стружкообразо
вания (полосы скольжения), выходящей на сво
бодную поверхность срезаемого слоя и стружки,
также зависит от условий трения на передней и за
дней поверхностей лезвия. Толщина полосы сколь
жения определяется интенсивностью трения на за
дней поверхности, а именно радиусом центриро
ванного веера СОВ (cм. рис. 1). Начальная граница
СК сдвиговой полосы скольжения эквидистантна
конечной ОАN и определяется углом наклона каса
тельной (углом сдвига) в каждой точке αлинии,
который задается уравнением:
В области KLM, примыкающей к угловому пере
ходу между наружными поверхностями срезаемого
слоя и стружки (рис. 2), происходит поворот началь
ной границы сдвиговой полосы по часовой стрелке,
который обеспечивает выход ее на свободную по
верхность под углом π/4. Если предположить, что
переходная кривая LM (кривая А.А. Брикса) пред
ставляет собой часть окружности радиуса R, то кри
вые KL и KM будут представлять собой части лога
рифмических спиралей [1]. В полярных координа
тах r,θ с центром в точке О1 (см. рис. 2) уравнение
логарифмической спирали, пересекающей все свои
радиусывекторы под углом π/4, имеет вид:
(17)
Для точки L схемы имеем следующее условие
прохождения через нее спирали (17): θL=π; r=R.
Необходимо заметить, что ∠O1KO'=∠LO1K=π/4–φK,
.r c eϕ= ⋅
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где φK – угол сдвига в точке K. Спираль KM симме
трична спирали KL относительно радиусавектора
O1K. Исходя из этих соображений производилось
определение координат точки K численным мето
дом, последовательно перемещаясь вдоль кривой
CK до совмещения логарифмической спирали KM с
верхней границей стружки.
Рис. 2. Переходная зона пластичности между срезаемым
слоем и стружкой
Обратим внимание на то, что в пластическом
треугольнике KLM не удается выполнить условие
выхода на свободную поверхность стружки под
углом π/4 граничной логарифмической спирали
KM. По нашим представлениям, точка M является
точкой бифуркации, с которой начинается пилооб
разность наружной поверхности стружки. При
этом часть зубчика параллельна кривой LM, а дру
гая часть представляет собой отрезок какойлибо
внутренней αспирали данной зоны пластичности
(см. рис. 2). При определенных условиях, опреде
ляемых свойствами обрабатываемого материала и
особенностями НДС, указанная пилообразность
увеличивается и происходит переход от сливной
стружки к стружке скалывания.
Таким образом, построенное на рис. 1 поле ли
ний скольжения при несвободном резании каче
ственно соответствует форме зоны пластичности,
установленной экспериментально по микрофото
графиям корней сливной стружки [2], и одновре
менно описывается аналитически путем задания
координат узловых точек и уравнений граничных
линий скольжения. По этим данным можно рас
считать в любой точке зоны пластичности величи
ны внутренних напряжений, а по ним выйти на
значения контактных напряжений на рабочих по
верхностях лезвия инструмента.
На рис. 3 в качестве примера построены грани
цы зоны пластичности для положительного значе
ния динамического переднего угла. Исходные дан
ные для расчета взяты по результатам эксперимен
тов Н.Н. Зорева [2]. Эти результаты свидетельству
ют о качественном соответствии построенной фор
мы зоны пластичности с экспериментальными ре
зультатами, полученными на основе изучения ми
крошлифов корней стружки.
Рис. 3. Границы зон пластичности для γД=10°: Сталь 30Х
(σт=685 МПа); V=100м/мин; а=0,149 мм
Используем схему на рис. 1 для расчета НДС в
зоне резания. Точное теоретическое решение зада
чи определения напряженнодеформированного
состояния можно получить для жесткопластиче
ской модели обрабатываемого материала без
упрочнения. В этом случае построенное поле ли
ний скольжения в пластической области однознач
но связано с напряженным состоянием в ней. Так,
изменение среднего напряжения вдоль линий
скольжения пропорционально углу ее поворота [1]:
(18)
где L и K – две точки линии скольжения; wLK – угол
поворота линии скольжения при переходе от точки
L к K; k=0,5.σт – максимальная величина касатель
ных напряжений при пластической деформации
(σт – предел текучести обрабатываемого материала).
По известному среднему напряжению в рассма
триваемой точке линии скольжения можно рассчи
тать компоненты напряжений для плоской задачи
теории пластичности [1]:
(19)
где w – угол между касательной к линии скольже
ния и осью yД в данной точке.
Определим напряжения на левой границе LKCBD
(см. рис. 1). В точке L, лежащей на обрабатываемой
поверхности, σyДL=0, а σyДL – сжимающее и при этом
является главным напряжением. Условие пластич
ности для этой точки σ1–σ2=2k дает σzl=2k. В этой
точке среднее напряжение σcp.L=(σ1+σ2)/2=–k. Угол
наклона касательной к αлинии скольжения равен
ωL=π/4. При переходе вдоль линии скольжения от L
к K согласно (18) имеем:
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Аналогичные рассуждения для точек С, B и D
граничной αлинии скольжения приводят к следу
ющим формулам для расчета σcp:
где χD – угол наклона αлинии скольжения в точке
D; s – толщина сдвиговой полосы.
Последовательно переходя по βлинии сколь
жения от точки K к точкам N и M (см. рис. 1), от
точки N по αлинии к точке A, а затем по βлинии
от точки A к точке E, можно рассчитать среднее на
пряжение в этих узловых точках правой границы
зоны пластичности. Затем по формулам (19) в них
рассчитываются компоненты напряжений. На рис.
4 и 5 показаны кривые изменения компонент на
пряжений на левой и правой границах пластиче
ской зоны для условий, приведенных на рис. 3. Об
ращает на себя внимание резкое изменение НДС
обрабатываемого материала в области пластиче
ского треугольника KLM и на вершине лезвия.
Рис. 4. Компоненты напряжений вдоль левой границы зоны
пластичности
Перейдем далее к расчету величин контактных
напряжений на передней и задней поверхностях
лезвия, которые имеют важное практическое зна
чение для определения силы резания и количества
теплоты, выделяемого в результате трения. Для
этого разобьем участок пластического контакта OE
(рис. 2) на n равных частей длиной yДj=lпл.j/n,
j=(1,2...n). Координаты полученных точек подста
вим в уравнение αлинии скольжения (11) и опре
делим постоянные интегрирования СIj:
Подставив в (11) эти значения, получим n ура
внений αлиний скольжения, выходящих на уча
сток передней поверхности лезвия инструмента,
прилегающий к пластическому контакту вторич
ной зоны пластических деформаций.
Дифференцируя jе уравнение αлинии и под
ставляя каждый раз координаты передней поверх
ности, получаем формулы для расчета углов выхода
линий скольжения на переднюю поверхность:
Рис. 5. Компоненты напряжений вдоль правой границы зо
ны пластичности
Компоненты касательного напряжения опреде
ляются по формуле τyzj=–kcos2φj, а нормальные на
пряжения равны σzj=τyzj/μj, где μj=–ctg(φj+π/4+γД).
На рис. 6 приведены результаты расчета НДС на
передней поверхности лезвия по исходным дан
ным рис. 3. Здесь распределение σz соответствует
нормальным, а τyz – касательным контактным на
пряжениям.
Рис. 6. Распределение контактных напряжений на передней
поверхности
Для расчета НДС согласно изложенной выше ме
тодики в среде математического пакета Mathcad бы
ла разработана программа [5], позволяющая полу
чать как численные значения компонент напряже
ний, так и графическое построение исследуемых зон.
Резюмируя вышеизложенные сведения, можно
предложить следующую структуру решения задач
механики процесса резания материалов:
arctg([ tg tg tg
] /[ tg
tg tg ]).
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1. Последовательно рассматривая сечения зоны
стружкообразования под углом схода стружки,
решить в каждом из них плоскую задачу теории
пластичности по задаваемым типу НДС, зако
нам распределения контактных напряжений и
длинам силового контакта. Итогом этого реше
ния должны являться величины контактных на
пряжений на передней и задней поверхностях
лезвия.
2. Рассчитать физические составляющие силы ре
зания путем интегрирования величин контакт
ных напряжений по площадям контакта.
3. В зависимости от цели дальнейшего расчета
можно перейти к решению других инженерных
задач: определять технологические составляю
щие силы резания, решать задачи теплофизики
[5], прочности и износа лезвия.
4. Дальнейшее развитие изложенной теории за
ключается в том, что в связи со сложностью
процесса резания все решения должны быть за
формализованы в соответствующих алгорит
мах, и разработана специализированная систе
ма автоматизации научных расчетов параметров
механики резания материалов.
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Степень толстостенности обрабатываемых дор
нованием заготовок принято характеризовать от
ношением диаметра их наружной поверхности к
диаметру отверстия D/d [1–4]. С увеличением D/d
возрастают контактные давления и деформирую
щие усилия, происходит более интенсивное сгла
живание исходных микронеровностей и упрочне
ние поверхностного слоя отверстий.
Экспериментально установлено [3, 4], что уве
личение деформирующих усилий (и контактных
давлений) происходит при D/d<3, при D/d≥3 они
сохраняются неизменными. По мнению авторов
[3, 4], при дорновании отверстий в заготовках с
D/d≥3 их наружная область всегда (вне зависимо
сти  от применяемого натяга) находится в упругом
состоянии, а вытесняемый из отверстия металл в
основном смещается в виде наплывов на торцы за
готовок. Поэтому дорнование отверстий в заготов
ках с D/d≥3 рекомендуется выполнять только с ма
лыми натягами (около 0,01d), а все обрабатывае
мые дорнованием заготовки предложено разделять
на два типа: с «конечной» (D/d <3) и «бесконечной»
(D/d≥3) толщиной стенок [3, 4].
Следует учитывать, что изложенные представле
ния о влиянии степени толстостенности заготовок
на процесс дорнования [3, 4] основаны на экспери
ментах, выполненных при малых натягах
[a=(0,01...0,03)d] на заготовках небольшой высоты
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Приведены результаты экспериментальных исследований влияния степени толстостенности заготовок в диапазоне ее изменения
2,3...6,5 на процесс дорнования отверстий, выполняемый с большими натягами. Установлено, что при натягах дорнования, пре
вышающих определенное значение с повышением степени толстостенности в указанном диапазоне происходит монотонный
рост деформирующих усилий, а пластические деформации охватывают все поперечное сечение заготовок. При этом объем вы
тесненного из отверстия металла на торцы заготовок возрастает с увеличением степени их толстостенности, натяга дорнования
и числа его циклов и почти не зависит от глубины отверстий.
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